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Аннотация. В работе доказана разрешимость нелокальных краевых задач в цилиндри­
ческой области для мнох'омерных эллиптических уравнений с оператором Лапласа, которые 
являются обобщениями задач Дирихле и Пуанкаре.
Ключевые слова: нелокальные задачи, мши'омерные эллиптические уравнения, разре­
шимость.
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ К .Д  Серия: Математика. Физика. 2015. №11(208). Вып. 39 5
В то время как локальные краевые задачи для многомерных эллиптических уравне­
ний в цилиндрической области интенсивно исследовались ранее (см., например, [1 — 5]), 
нелокальные краевые задачи дня этих уравнений почти не исследованы. В настоящей 
работе доказана разрешимость нелокальных краевых задач в цилиндрической области 
дня многомерных эллиптических уравнений с оператором Лапласа, которые являются 
обобщениями задач Дирихле и Пуанкаре.
1. П о стан о в к а  за д а ч  и р езу льтат . Пусть D a— цилиндрическая область евклидова 
пространства Е т+1 точек (#1,..., х т, t), ограниченная цилиндром Г  =  { (x ,t)  : : |;г| =  1}, 
плоскостями £ =  о/ > 0 и £  =  0 , где |;г| — длина вектора х  =  (#1, . . . ,х т).
Части этих поверхностей, образующих границу dD a области D a , обозначим через 
Г „ , Sa , So-, соответственно.
В области [ ) 0 рассмотрим многомерные эллиптические уравнения
т
Lu  =  А хи +  utt +  di(x, t)u Xi +  b(x, t)u t +  c(x, t)u  =  0 , (1)
i= 1
где A r - оператор Лапласа но переменным Х\ , ..., х т, т  >  2.
В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x i, ..., x m,t  к сферичес­
ким г, 6*1,..., г > 0, 0 <  0\ < 27г, 0 <  6 i < 7г, г =  2, 3,..., т  — 1.
Рассмотрим следующие нелокальные краевые задачи
З а д а ч а  1. Найти решение уравнения (1) в области ! ) 0 из класса 
C (D a) П C l (Da U So U Sa) П C 2 (Da), удовлетворяющее краевым условиям
filи(г, 9 , 0) =  7 iu(r, 9 , а) +  </д(г, 9), /32и*(г, 9 , 0) =  7 2ut (r, 9 , а) +  ip2(r, 9), и = 9).
Г а
(2)
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З а д а ч а  2. Найти решение уравнения (1) в области 1) 0 из класса 
C (D a ) П C 1 (Da U So) П C 2 (Da), удовлетворяющее краевым условиям
г/,(г, 0 , 0 )  =  p i ( r ,  0),  /32щ ( г ,  0 , 0 )  =  72 «(г ,  в, а )  +  р 2(г, 0),  и =  ^ ( t , 9 ) ,  (3)
Г а
где /3j, т j =  c o n s t ,  /3] + "}] ф 0, j  = 1,2, которые являются обобщениями задач Дирихле 
и Пуанкаре.
Пусть {У^т (0)}—система линейно независимых сферических функций порядка п,
1 <  к < кп, (т. — 2 )Ы\кп = (п + т - 3 ) \ ( 2 п  + т - 2 ), 0 =  (0Ь ..., 0m_i), W l(S 0), / =  0 , 1 , . . . -  
пространства Соболева.
Имеют место следующие утверждения |6 |
Л е м м а  1. Пусть / (г , 0) G Ж ^^о). Если I > m  — 1, то ряд
со кп
/ ( ' . 9 )  =  E E j J W O ) .  (4)
п = 0 fc=l
а также ряды, иолучсииыс из исго дифференцированием порядка р < l — m + 1 , сходятся 
абсолютно и равномерно.
Л е м м а  2. Д л я  того, чтобы / (г , 0) G W^/So), необходимо и достаточно, чтобы коэффи­
циенты ряда (3) удовлетворяли неравенствам
оо кп
| / о ‘ м 1 < с ь Е Е  n 2 l \ f n ( r ) \ 2 <  с 2> C l ,  С2 =  c o n s t  .
п = 1 fc=l
Через a$n(r,t), a$nr ,t, bk (r,t), c£(r,i), p*, фк1п(г), фк2п(г), 4>*(t), обозначим коэффи­
циенты ряда (4), соответственно функций щ(г, 0, t)p(9), Щ ур, b (r ,9 ,t)p , c(r,9 ,t)p , р{9) 
i =  l,...,?n , p i(r , 0), cp2 (r,9), il’(t,9), причем p(0) G C°°(H), H —единичная сфера в E,, 
Пусть a*(r, 9 ,t), b (r,9 ,t), c.(r,9,t) G W l2 (Da) С C (D a), i =  1 I > m +  1, <pi(r.
p 2(r,0) G w r(So), V’M )  e  W j(rQ) , p >
Тогда справедливы:
Т ео р ем а  1. Если выполняется условие
(/3i72 +  /З271) dip«,„Q' 7  ^ /З1/З2 +  7i72, s =  1 , 2..., (5)
то задача 1 разрешима.
Т ео р ем а  2. Если имеет место соотношение
72 s h p ^ a ' ф p s,nl32l s = 1 , 2 ..., (6)
то задача 2 разрешима, где /is<n— положительные нули ф ункций Бесселя первого рода
’
m  ■ 
, 0 ) ,
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Заметим, что в случае задачи Пуанкаре (/3\ =  0, 72 =  0) и задачи Дирихле ( / ф 
Ф 0), соответственно условий (5) и (6) всегда выполняются, однозначные разрешимости 
которых показаны в [5,4].
2. Д о к а за т е л ь с т в о  тео р ем ы  1. В сферических координатах уравнения (1) имеет





i n m - i - i  0 ,  QQ.
9 j  sin'
^sinm J 1 , 0 i =  1 , & =  (sin01... s in 0j_ i ) 2 , j  > 1 .
Известно |6 |, что спектр оператора 8 состоит из собственных чисел Хп =  /?.(/?. +  т.— 
— 2), п  =  0 , 1 ,..., каждому из которых соответствует кп ортонормированных собствен­
ных функций Y nm{9).
Искомое решение задачи 1 будем искать в виде
оо кп
и(г, 0 ,t') = J 2 Y l  1)Уп1т(9) (8)
»г=0 fc=l
где uk2(r,t')— функции, подлежащие определению.
Подставляя (8) в (7), умножив затем полученное выражение на р(0) ф 0 и проинтегри­
ровав но единичной сфере II. дня и,кг получим |4,5|
1 , ( т ~ 1 л
РоЩгг +  Роит  +  | I Ро +  а °^ ) иог 6o«ot +  со wo+
г=1
оо к„ (  (  1  т
‘I Pn^nrr +  Pra^ 'ratt +  ( Pra +  ^  ) ^4r +
ra= l fc=l k i=l
(9)
i= 1
/■ =  0 .
Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений
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к — к I к —к I ^  1 к —к к — к
РпКгг + РпКи  +  — РпКт ~  ^ Р п К
^ к п - 1 ( m
Jb’Ti ,n fc=l ^i=l
i X !  (а%п- 2 -  (« -  i ) ( 4 - i ) R - i  f • = 1 n =  2 , з , ....
i= 1
Суммируя уравнение (11) от 1 до к\, а уравнение (12) -  от 1 до кп, а затем сложив 
полученные выражения вместо с (10), приходим к уравнению (9).
Отсюда следует, что если {й^}, к = 1 ,кп, п  =  0 ,1 ,... -  решение системы (10)-(12), 
то оно является решением уравнения (9).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (10)-(12) можно представить в 
виде
" L  +  " I  ~  " t  +  Untt =  f n i Ti t) > ( 1 3 )
m  -  1 _к Х„ II — --у, пг 2^
где f.k(r,t)  определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом /"q ( г , t) =  
=  0 .
Данее, из краевого условия (2) в силу (8), с учетом леммы 1 будем иметь
P i u k (r, 0) =  7 i и*(г, а )  +  <p\n {r), p 2'Unt(r, 0) =  7 2и*4(г, а)  +  <р%,г(г) 
й £(М ) = 4’n(t), к = 1 ,кп, п  =  0 , 1 , . . . .
В (13), (14) произведя замену v k(r,t) = uk (r,t) — 4n(t) получим
(14)
m  -  1 An
vnrr +  — <  -  r > r„ +  vntt = fn ( r > t) , (15)
(16)Piv n(r i o) =  7 i ^ ( r ,  a )  +  (Pin ( r ) , J k i f i t (r, 0) =  72^ t (r, a)  +  tp%n ( r ) , 
v k(l,t.) =  0 , k = l ,  kn, n  =  0 , 1 , . . . ,
fn (r ,t)  = f* ( r , t ) -  4 ^ tt +  Pin(r ) = Ф1Л Г) +  TW’n H  -  М п Ф )  >
+  ЪФпА®) -  M ^ t { 0 ) ■
Произведя замену v k(r,t.) =  r '  2 ] v k(r, t) задачу (15), (16) приведем к следующей 
задаче
L Vn =  Vnrr +  Vntt +  ~ ^ Vn =  f n ( r it)  > (17)
/3 i '^ ( r ,  0) =  7 i ^ ( r ,  Q') +  Рьг(Г)^  02Vnt(r ’ °) =  72<4(г , Q') +  Й п ( г ) ,  , ,
УЛ — n i’ — 1 i’ « — n 1  ^ 'u„(l, t) =  0, A: =  1, A:„, ??. =  0, 1,...
 —  , fn (r, t) = r 1^ 7 t ( r ,  t) , <pkjn (r) = г ^ р 5„(г) , j  = 1 , 2 .
Решение задачи (13), (14) рассмотрим в виде
ОО
v*(r, t) = 52 Rs(r)Ts(t) , (19)
S =  1
при этом пусть
оо оо оо
fn  (г> = 5 2  a*s(t)R s(r ) , фк1п{г) = 5 2  bkn8Rs(r), ф$п(г) = 5 2  eL R s(r) . (20)
s=  1 s=  1 s=  1
Подставляя (19) в (17), (18), с учетом (20), получим
R s r r  +  2 +  R s  =  0  , 0  <  г  <  1 ,  ( 2 1 )
R a{ 1) =  0 , \Ra{0)\ < о о ,  (22)
Tstt ~  pTs(t.) = ak2S(t.), 0 <t. < а ,  (23)
PiTs(0) = 'jiTg(a) +  Ькгз , l32Tst(0) = ^Tstioz) +  екгз . (24)
Ограниченным решением задачи (21), (22) является |7|
R a{r) = \ / r J v{na^ nr) , (25)
где v  =  п  +  (т  — 2) / 2 , р =  ^ „.
Общее решение уравнения (23) представимо в виде |7|
t
ell jJ/g fit f




+ —  i  a L ( Q < i4 'U 'K ,  (26)
l^s,n J 
0
Cis, C2«— произвольные постоянные, удовлетворив условию (24) получим алгебраиче­
ских уравнений
(/5l 7l l^l 71^ 2S
a a
=  —  [sh^,„Q' /  a£s(f)ch|Us,„ fd f -c h |U s,„a: /  a£s(f) shjus,„fdf] +  &£s, 
l^s,n J J
° ° (27)
7 2cb, s h ^ a  + (72 chp^a- -  /32)c2s =
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[»з,п] 1 [72 (sh /  a£s( f )shj us, „ f d f -  chp, , raQ' / a£s(f )ch|Us, „ f d f ) - e £ j  ,
которое имеет единственное решение, если выполняется условие (5).
Подставляя (25) в (20) получим
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, _ оо
r ~ i f n ( r , t )  = jr a^a( t )Jv ( ^ nr), г ~ 2фкы (г) = УI //;.ДЛ//,„/•).
8 = 1  S =  1
1 ° °  
r~*<P2n(r) = Е ' -АЛ//,.„/•) , 0 <  Г <  1 .
s= 1
Ряды (28) -  разложения в ряды Фурье-Бесселя |8 |, если
1
ans(t) =  '2[Ju+l{fh,n)]~2 j  y / € f n ( € , t ) J „ ( t i S'nOd€ ,
0
1
b l  = 2 [J„ +1(,, , ,„ ) ] - 2 J  <Дф1 ,Ю М ц,,пО < 11;. (29)
О
1
e ns  =  2 [ ^ + l ( P s , n ) ] “ 2 J  \ Д , ф к2 п ( 0 ’М Н ^ , п 0 С^  >
0
Hs,m s =  1 , 2 , . . .— положительные нули функций Бесселя Jv(z), расположенные в поряд­
ке возрастания их величины.
Из (25),(26) получим решение задачи (17), (18) в виде
ОО
v*(r ’ 0  =  £  \/rT ,.„ (t)Jn+imf 21 (ji,.„г ) , (30)
(28)
s = 1
где a^s(t), b^s, e^g, определяются из (29), a cis, c2s — из (27).
Следовательно, сначала решив задачу (10), (14) (п =  0), а затем (11), (14)(??, =  1) и 
т.д. найдем последовательно все v ^(r ,t)  из (30), к = 1 ,кп, п  =  0 ,1 ,... .
Итак, в области D a, имеет место
p(9)LudH  = 0 . (31)
я
Пусть f ( r ,9 , t ) =  R (r)р (9 )Т (t) , причем i?(r) G Vo, Vo-плотна в L 2((0,1)),
p{9) G С'00(Я)-плотна в L 2 (H ), a T (t)  G Vi, Vi-илотна в L 2((0,Q')). Тогда f ( r , 9 , t ) G V, 
V  = V0 О H  О Vi-плотна в L 2 (Da ) |9|.
Отсюда и из (31), следует, что
f( r ,9 ,t)L u d D a =  0 и Ьи  =  0, V (r,9 ,t)  G D a.
D a
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Таким образом, решением задачи 1 является ряд
оо кп
и(г , М  =  Е  Y l H ’nit) +  r ^ v k(r, ф \ к]т(в) , (32)
п = 0 fc=l
где v k(r,t)  находятся из (30).
Учитывая формулу |8 | 2J'v(z) =  Jv- \ ( z ) — Jv+\(z)  оценки |10,6|
М - )  = -s jh  cos (л -  I и -  f ) +  0 ( ^ з )  , I/ >  0 ,
£)Я
 Y k (в)r\nq n ,m \w)|кп| <  crnm — 2
rn _1 I n -----------------
< C-2n  2 , j  =  1 , m  — 1 , q =  0 , 1 ,...
а также леммы, условия па заданные функции </д(г, 0), 0), )^> как в 1^51 мож­
но показать, что полученное единственное решение (32) принадлежит классу 
с ф а) П C \ D a U So и Sa) n C2(Da).
Следовательно, разрешимость задачи 1 установлено. I
3. Д о к а за т е л ь с т в о  тео р ем ы  1. Решение задачи (1), (3) будем искать в виде (8), 
где функции uk2(r ,t)  будут определены ниже. Тогда, аналогично п.2, функции uk2(r,t) 
удовлетворяют системы уравнений (10)-(12).
Далее, из краевого условия (3), в силу (8), получим
г4(г,о) = й „ ( г) ’ Д А М )  = + й ,( г ) ,  = й М .
(33)
rv  J. ч ГЬП )  IV  U  , -L , . .  .  .
К ак ранее замечено, что каждое уравнение системы (10)-(12) представимо в виде
(13).
Произведя сначала замену v k(r,t.) = икг(г,1) — 4,k{t), а затем положив v k(r,t.) = 
= г з v k(r,t)  задачу (13), (33) приведем к следующей задаче
Lv* =  , (17)
v n(r > 0) =  фк1п(г), 0 2 Vnt(r, 0) =  72v k(r, a) +  фк2п(г), v k( l , t )  =  0, к = 1, kn, n = 0 ,1 ,.. . ,
i i
где ф\п(г) = г ^ ( ф кп(г) -  4 %(0 )), ф^п(г) = г ^ ( ф к2п(г) +  ъФп(<х) ~  °)) •
Если решение задачи (17), (34) будем искать в виде (19), то приходим к задаче (21), 
(22) и к задаче дня (23) с данными
г,(0) = д2т„{0) = 72т,(а) + е* .. (35)
Удовлетворив общее решение (26) уравнения (23) краевому условию (35) будем 
иметь
( г  — un s  J
{l^s,nP2 T2
a a
= +  —  (shp,%na  /  ciks(£) chIis,n£d£ -  chp,%na  /  ciks(£) sh iis,n£d£) +  ,
I^ S,n J J
0 0
(36)
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из которого однозначно определяются коэффициенты с^ , c.-2S, если выполняется условие 
(6).
Таким образом, из (25), (26) получим решение задачи (17), (34) в виде (30), где 
ans(t) 1 t>nS, Cns находятся из (29), а сь,, c2s— из (36).
Далее, как в случае теоремы 1 завершается доказательство теоремы 2.
Следовательно, разрешимость задачи 2 показана. ■
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NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS IN CYLINDRICAL DOM AIN  
OF A CLASS MULTIDIMENSIONAL ELLIPTIC EQUATIONS
S.A. Aldashev
Kazakhstan National Pedagogical University named Abay,
Institute of mathematics, physics and informatics,
Tolebi St., 86, Almaty, 050012, Kazakhstan, e-mail: aldash51@ mail.ru
Abstract. Solvability of some nonlocal boundary value problems in cylindrical domain of 
multidimensional elliptic equations with the Laplace operator which are some generalizations of 
Dirichlet’s and Poincare’s problems is proved.
Key words: nonlocal problems, multidimensional elliptic equations, solvability .
